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O que vimos até agora?

]
-1 Zeros de fungdo:
1 Bissegdo
o Falsas cordas

)




E hoje...

Os métodos vistos até agora (Bisse¢do e Falsas
cordas) sdo chamados de métodos de quebra.

Vamos estudar mais dois métodos para encontrar
zeros de funcdo.

Hoje, entraremos nos métodos de ponto fixo.



Método lterativo Linear

|ldéia bdsica (métodos de ponto fixo)
Transformar o problema de encontrar uma raiz da
equagao
f(x) =0 (D)
No problema de resolver a equacgdo
p(x) =x 1)

que deve possuir as mesmas solugoes que a anterior
@ -> mdquina geradora da sequéncia {x;} de
aproximagoes da raiz procurada
Temos o seguinte processo iterativo:
X1 =@(x;),i=0,1,2 ...



Método lterativo Linear

Transformando (I) em (II), ambas com as mesmas
solucoes

Objetivo: provar que f(e) =0 & @(c) = ¢

Consideramos a mdquina geradora como:
ex)=x+a.f(x),a €ER"

(1) - D)

Caso € seja solucdo de f(x)=0 temos que @(&) = ¢

Prova:

p(e) =¢c+af(e)
Como € é solucdo de f(x) =0

pe)=¢c+ax0

Assim, temos que @(&) = ¢



Método lterativo Linear

Transformando (I) em (II), ambas com as mesmas
solucoes
Objetivo: provar que f(e) =0 & @(c) = ¢
Consideramos a mdaquina geradora como:
ex)=x+a.f(x),a €ER"

(In - (1)

Caso € seja solucdio de @(&') = €, obrigatoriamente
teremos que f(g') =0

Prova:
p')=¢

p(e') =¢ +af(e)=af(e) =0
Como por definicdo a # 0

fleh =0



Exemplo 1

Considerando a equacéo f(x) = x*+x — 6
Se fizermos:
x2=6—x
Teremos que X = V6 — x
Logo, @(x) = V6 —x
Ou seja, temos duas fungdes (1) y = x e (2) y = @(x)

Onde (1) e (2) se encontram é a solucdo f(x)=0



Exemplo 1
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Exemplo 1

Ex: Considerando ainda a equacéo x* + x — 6
(que possui -3 e 2 como raizes ), vemos abaixo a

aplicacdo da maquina geradora @(x) = V6 — x,
tomando xy = 1.5:

X, = @(xy) = V6 — 1.5 = 2.12132

X, = @(x,) = 1.96944

X3 = @(X,) = 2.00763

X, = @(x,) = 1.99809

Xs = @(x,) = 2.00048

Nessze caso, {X;} estd convergindo para a raiz
E =



OK.. Mas como resolver o problema?

5 |
" Xiy1 & (P(Xi),i =0,1,2..

y=x
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Exemplo 2

E se tivéssemos considerado...
I

S fx)=x*+x —6

2

TX=6—-—Xx° -

o0@(x) =6 —x?



Exemplo 2




Exemplo 2

Ex: Considerando a equagéio x> + x — 6 (que
possui -3 e 2 como raizes ), vemos abaixo a

aplicacdo da maquina geradora @(x) = 6 — x
tomando xy = 1.5:

2

X, = @(X,) =6 —1.5%=3.75

X, = @(X,) = 6 — (3.75)* = - 8.0625

X, = @(x,) = 6 — (-8.0625)* = -59.003906

X, = @(x;) = <(-59.003906)% + 6 = —3475.4609

Como podemos observar, {X;} ndo estd
convergindo para a raiz € = 2

I



Método lterativo Linear

Convergéncia

Uma funcdo de iteracdo deve satisfazer a condicdo
fle) =0 @) =¢

Dada uma equagdo f(x) = 0 podemos definir
diversas fungdes de iteracdo

Nem todas elas serdo Uteis

Existem certas condigdes para garantir a convergéncia com
uma certa fungdo de iteragdo



Método lterativo Linear

Convergéncia

Critérios de convergéncia:

Seja € um zero real da fungéio f, I um intervalo de separagdo de &
centrado em & e @ uma fungédo de iteragéio para f(x) = 0

Se
1. @ e @ forem continuas em |
2 |l <k<1vxel
3 Xg€l

Entdo a sequéncia {x;} gerada por x;,.; = @(x;),i =0,1, ...
converge para &



Revisdo: Teorema do Valor Médio
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-1 Existe pelo menos um ponto entre a e b em que a
derivada no ponto serd igual a inclinagdo da reta

que liga (a, f(a)) a (b, f(b)).



Prova...
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Prova...
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Graficamente

11 Convergéncial...

gx)

y=x




Graficamente
I

1 Ndo-convergéncia




Voltando ao exemplo 2

Analisando condicées de convergéncia:
P(x) =6 —x?

@' (x) = 2x

o(x) e ' “sio continuas em R
@' <1o[2x|<lo—2<x<s

Ndo existe um intervalo | centrado em x=2, tal que
|’ (x)| < 1, pois essa condicdio sé é satisfeita entre

(-1/2 e 1/2).

Logo, a condi¢do de convergéncia ndo foi satisfeital



Voltando ao exemplo |

Analisando condi¢cdes de convergéncia:

@(x) =Vv6—x
, -1
Q(x) = =

@(x) é continuaem S = {x € R|x < 6}
@'(x) é continuaem S = {x € R|x < 6}
1
2vV6—x

Condicdes de convergéncia satisfeitas para xg < 5.75

<1l x<5.75

') <1e




Exemplo 3
o

-1 Determinar, utilizando o MIL, o valor aproximado
da menor raiz real positiva de:

f(x)=xIn(x) —1

i 7:;18]=1
0 Graficamente, temos que cell7;18]
0 Logo, x5=1,75
1 1/x
Inx=; oux=¢e"=gp(x)
1/ x
Como @’ (x)= - < — , verifica-se sem maiores pro-

X

blemas que @ ¢ ¢’ sdo continuas em I. Por outro lado, temos
@’ (x)|<1,Vxel



Exemplo 3

11 Logo, podemos aplicar o método:

U Xiy1 — (p(Xi),l =0,1,2 .. Iteragdo | X
0 1,75
1 1,77079
2 1,75895
3 1,76565
i 4 1,76185
5 1,76400
1 6 1,76578
7 1,76347
1, 8 1,76308
9 1,76330
10 1,76318
T 11 1,76325
12 1,76321
— o+ E 176323
14 1,76322
1. 15 1,76323
16 1,76322




Pergunta...

O Método Iterativo Linear determina as condicdes
para a definicdo da funcdo @(x), mas ndo
apresenta a fungdo propriamente dita.

Como poderiamos definir @(x) de forma que as
condi¢coes apresentadas fossem sempre satisfeitas?



Método de Newton-Raphson



Método de Newton-Raphson

Nem sempre é simples determinar uma fungdo de
iteracdo que satisfaca as condicoes do Método
lterativo Linear

) @©(x) e @’(x) sdo continuas em I,

i s.:. M<l.¥xele

iy xg€ L,

ldéia método de Newton

Construir uma fungdo de iteragdo @, tal que
J =0



Método de Newton-Raphson

Partindo da forma gerail:

px)=x+alx)f(x), alx)e f'(x) #0,Vx €1

@' (e) =1+ a(e)f'(e) +a'(e). f(e)

Impondo que @'(¢) = 0, e sabendo que f(¢) = 0, ja

que € é a raiz procurada, temos que
1

a(g) — _f,(&')

Retornando a forma geral, teremos que
_ . J®

px) =x e

O que nos leva ao seguinte processo iterativo

f(xi)
P(X;) = Xjy1 = X; — f’(fci)




Método de Newton-Raphson

Convergéncia do método de newton

Caso X € I, a sequéncia {x;} gerada pelo
f(xi)
f(xi)

processo iterativo X;;.1 = X; — converge para

araiz

Em geral, afirma-se que o método de Newton
converge desde que X seja escolhido
“suficientemente proximo” da raiz



Método de Newton-Raphson
-

0 Interpretagdo geométrica

y .
tga = f(xl)/(xi — Xi+1)

f )= f(xi)/(xi — Xi41)

/ a T T f(xi)/f'(xi)

Xi+1 Xi X £(x0)
Xi
i =0 = 0




Método de Newton-Raphson

Exercicio para sala:

Dada a equagdo f(x) = x3 — 9x + 3, encontre a raiz dentro do
intervalo [0,1]. Execute o método até que |x;.1 — x;| < 1072

f(x)=3x>*-9

_ (xx) _ (x3—9x+3)
Xk+1 = Xk — Fl /f’(xk) =xp— " /(3x,i—9)

Assim:

(0,53-9.0,5+3) /

x1=0,5~- 3.0,52-9

= 0.3333
3_9x,+3
Xy = X1 — (1= + )/(3x§—9) =0.3376

f(xy) =1,834. 107> e ja pode ser considerada uma preciséo
aceitavel.

Solugdio: X' = x, = 0.3376
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